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1. Introduction

Power spectrum analysis is frequently used to

periodicities in a time series by the apparent peaks
curves. 1

e
n order to locate the inherent periodicities
‘requency resolution is needed, which

obtained by extending the observing interval. The

frequen cy windows is advisable because of the r

When the data show a strong stochastic appearance
ams will display a disturbed aspect which gives ri

induced by the noise fluctuations. Especially the

bution, originating from the long-term behaviour

1,

hampers the interpretation of the spectral infor

| Lo, i~ s e -
low-freguency range. The only guaran

t
the continuous background generated by the

1 mechanisms 1s a high signal-

In consequence methods of statistical

iicate a theoretical threshold for the
s

P

phases of the variations associated with

Furthermore it is outlined how the result

ses can be combined into a whole.



A spectral analysis of the hourly observations of the supercon-

erva
ducting gravity meter at the International Centre for Earth Tides

(ICET, Royal Observatory of Belgium Brussel

B s) merely aims at a peda-
gogic illustration of the method presented. Since tidal observations
are commonly characterized by jumps in the measured curves and drift

of the instrumental zero it is instructive to see how these effects
can be accounted for. The results of the spectral analysis will evi-

dently coincide with the in n the theoretical
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tidal potential but in view of the fact that spectral and harmonic

analysis are used in such a broad

T o
is deliberately put into a general background so that it is hoped
that the reader can benefit frow it when treating non-tidal observa—

tions.

C

2. Detection of hidden periodicities in a single time series

A power spectrum analysis can be performed by the three cur-
rently available numerical techniques: the autocovariance procedure
(Blackman and Tukey, 1959), the periodogram approach by using the

Fast Fourier Transform algorithm (Cooley and Tukey, 1965: Jenkins

urg, 1975; Ulrych
and Clayton, 1976). The computation of the least squares periodogram

w

and Watts, 1968) and the maximum entropy method (

(Vanicek, 1969) may be regarded as the most st

=

aightforward and unso-
phisticated method in the framework of the search for hidden perio-
didicties in a time seriles. We will now consider the method of Vani-
tek from the statistical point of view.

Let FqseeesVy be n ordinates of a continuous time function

y(t which is digitized at the (possibly) non-uniformly sampled time

nstants Eﬁyg,oguns As a model of periodic bahaviour a cosine func-
tion of arbitrary freguency £=1/T can be fitted to the observations
o1 b o /
= a_ + a cos 27ft. + b sin + e, 5 (1)
J o

J
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ion of thHe sum of

meter vect



s=Markov theorem (Anderson, 1971) states that the 11
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timate (5) has minimum variance in the c¢lass

that the model errors e are identically

e
mean and constant varlamne g% . Writing V. =0
t

metric' positive ‘definite matrix, Eq.(5) becomes

ion of Eq.(2) into (6) sghows that

x + (H'WH)™ H’%e

c?(H'WH)™' .
it is assumed that the model errors aj are mutual
identically distributed with zero mean and variasrnce o2
ise assumption) the unweighted 1
Eq.(6)

g%l and W=I, with covarisnce matrix

uval variance is estimated without bias from the minimum



value of Q(x)
62 = £°¢/(n-3) (12)

called the residual sum of:'squares, where £ = y - HX is the observed

residual error.

Equation (6) represents the best linear unbiased estimate (BLUE)
of the parameter vector x provided that the vector ¢ is normal and
white. However this hypothesis is injured by the fact that the pure
harmonic model y§=a cos 2mft.+b sin 2ﬂftj in Eq.(1) is superimposed
by a perturbation process, including random as well as deterministic
-contributions. Consequently the power density function of'g is not a
constant as in the case of purely white noise, but has a more or less
concentrated aspect in the frequency domain. As H’ and H'WH in Eq.(8)
depend on the theoretical model (deterministic functiong) and the co-
variance matrix Es , attention will be focussed in Section 3 on the
vectcr We for investigating the perturbation mechanism governing the
model parameters (Schuller, 1977).

Assuming that the errors sj are normally distributed a null am-
plitude test for the cosine mcdel with period T follows from a theorem
of multivariate analysis (Scheffé, 1958; Anderson, 1958, Section 5).
Consider the general linear model (2), where x now is a r-vector of
unknowns and g the nxr design matrix. Let G be a rxs matrix of rank
s whose columns specify s linear parametric functions of the compo-

nents of x and let

2 =0’z . (13)
i o s 5 A 17 -1 (3 o °
Using the estimate V. = 62 (H"WH) of the covariance matrix V. the
linear combination z is then best estimated by z = G'X which has co-

- A
variance matrix g'gﬁgs Also, assuming normality of the model noise g

a standard result of multivariate analysis states that the statistic

— (2 - 2) [ (E'WH)T'G] 7" (£ - 2) (14)
SO

follows a F-distribution with s and n-r degrees of freedom. A confi-
dence hyperellipsoid including the true value of z with confidence

1-0¢ consists of all z satisfying the inequality

(2 - 2)7[¢"(@WE) TG (2 - 2)<F,_g(s,n-r) (15)

where F., (Vv

Y
point) of the F-distribution with v, and Vo degrees of fre

—
0

)} is the 100(1-¢)th percentile (upper o significance
s e
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concluded that the quantity
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the time series when varying f in a given frequency interval.

y
If the data contain a true harmonic wave with frequency f,

a
the F-spectrum reveals the exact location of the matching period
s

o=1/f, in the shape of a more ak centered at f=f,

o
w0
oy
Q)
FS

o]
o]
P o 0

rising significantly above the fined by the Eheoretlm
cal thresheld ij&(QynES) for the chosen ¢ and indicatiﬂg that the
cosine model with frequency f=f_, is significant at the confidence
level 1-a. In a completely analogous way peaks above the level 1-a
ter e

in the diagram P(f) can be in

s
ntifying inherent perio-
dicities with a probability of " being correct.

This numerical technigue allows an increased resolution in the
low-frequency range, although a disadvantage is that it is time-con-
suming. Obviously the F- and P-spectra become completely inaccurate

at the very low frequencies because the normal matrix h H for unweigh-
ted least squares is nearly singular for f=0. This undesirable proper-
ty concurs with the inevitable fact that long-term behaviour in rela-
tively short data samples is imprecisely modelled. The unrealistic
divergence of the F—spectrum near zero frequency can be attenuated by

-

subtracting the arithmetic mean from the sample values yj since the
right-hand side B=H’ y of the normal equations then reduces to the zero
vector. Nevertheless this numerical artifice cannot conceal that the
information for large periods is completely defective and that spu-
rious peaks can be created near f£=0. The 041y way oult consists in ex-~
tending the observation interval indefinitely.

When the observations contain missing data the use of the least

squares spectral estimator is advocated since no explicit interpola-

—

tions need to be performed, which always involves some degree of sub-
jective judgment. Moreover because the observations are treated se-
quentially tae_computer program can be written to be independent of
the length of the data sample. In addition this approach is also sui-

ted for non-uniformly sampled measurements, as opposed to the tradi-

iy

tional methods of power spectrum estimation.

3. The use of weighting functions

In general the covariance matrix V_ of the model noise in Eq.(5)
.(8 s

s not known. Fro

'..Io

the perturbation mechanism
L
o]

m
of the model parameters 1s control r We. In case that
X o)

)
=
o
c.._i..
R
'-Jo

the weightin osen to be diagonal, i.e., §=diag(w?ssse,,

wn) with wj the value of a2 weighting function wi{t) at the time instant
tj’ he elements of & in Eqg.(8) may be written as
n
;: = Z g. . W_&E_ 12?52339 {21)
+ =1 1J J J
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gular window (Jenkins and Watts, 1968; Kurita, 1969; BSth, 1974) the
so-called hamming window was selected in this context
L ‘o ' / Tt (£
w(t) = (0.54 + 0.46 cos nTAT) Wollt) . (27)

3 11
[V

Although the bandwidth of the associated spectral window

so that energy Eeakage of the re

dual power from frequencies, which are at least one bandwidth ofé@w(f)
apart from the true frequencies, is conveniently suppressed.

When the data set comprises only observations of relatively li-

mited extent period identification at high resolution in the low-

frequency interval evidently becomes inaccurate. In case that the
time sequence has a strong stochastic appearance the spectral diagrams
will display a disturbed aspect which implies that spurious peaks may
be created by the noise fluctuations. When the fundamental lines are
closely spaced the side lobes of each spectral peak become superimpo-
sed upon some of the other lines and introduce period, amplitude and
phase errors. This effect is particularly important when a strong
line is present since the minor side lobes tend to simulate signifi-
cant periodic oscillations. Side lobe artefacts are adequately redu-
ced by convenient data windows (Bartlett, hanning, hamming, RBB,
Arsac, Parzen).

These inconvenient properties are common to all power spectrunm
methods. It is obvious that the only guarantee that the lines, rising
above the continuous background generated by the coloured noise, cor-
respond to real physical mechanisms is a high signal-to-noise ratio
in the spectral peaks. Because the F-gpectrum is rooted in a probabi-

listic base an advantage of this approach is that it is 1ess sensitive
to the influence of the red noise since it is in princip le "impossi-
ble ' to fit a cosine model significantly to a non-stationary random
sequence or stochastic trend (drift)

If the sample was taken at equidistant time points over an in-
teger multiple of the assumed period the r
with the periodogram algorithmbecomes obv
o that

e
iou
of the unweighted least squares becomes H H= iag{nfg
(H'E) ™ *=diag(+, 5 1 o

s
% are given by
4L
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. .o & P
§°=E > V. s d== yi;cos 2mjfAt , b=> > y.sin 2njfat
5=1 J . =1 J §=1 J
Consequently the F-value in the left-hand side of Eq.(20) reduces to
; n n
F = [( D> y.cos 2mifAt)*( D y.sin 2mjfat)?]
52 =47 d =47
no j=1 =1
n -2mijfAt o
=113 y.e
n6? ' j=1 J

This relationship is approximately valid in the general case for large
values of n. F is interpreted to be a measure of the ratio of the sum
of squares explained by the regression, which is nothing but the pe-
riodogram estimate of the power spectrum, to the residual sum of squa-
res, that is the part of the variance of the observations which is not
explained by the cosine model (1). |

Finally it has to be admitted that the F-spectrm gives a too
optimistic image of the frequency content of the observations. Appli-
cation of the least squares method to a simple model as in Eq. (1) in-
deed presupposes that the model errors €. are random, additive, mutu-
ally uncorrelated and follow a normal probability distribution law
with zero mean and constant variance. Methods of statistical inference
such as the F-test, are strongly influenced by the presence of resi-
dual autocorrelation (Lindley, 1947; Reiersgl, 19503 Durbin, 1954;
Johnston, 1972). The importance of this effect is that the signifi-
cance levels of the F-test are affected because the confidence bands
of the model parameters are generally too small. The assumption of
independent residuals will have the consequénce that the residual
variance and accordingly the computed variances of the unknowns will

be underestimated, which results in overrated F-values in Eq.(17).

L. Some remarks on the maximum entropy spectrum

In the last decade many researchers have claimed the maximum
entropy method (MEM) to be more effective than the more conventional
techniques in detecting weak signals. This algorithm is based on the
idea of maximizing the entropy or information content of the availa-
ble data (Burg, 1975). Detailed accounts are presented by Smylie et
al. (1973), Ulrych and Bishop (1975) and Ulrych and Clayton (1976).
This tecnique has been called 'data adaptive' by Lacoss (1971), since
MEM is in fact equivalent to the fitting of an autoregressive (AR)
model (also called prediction error filter or PEF) to a random pro-
cess (Van den Bos, 1971). The interesting part of Burg's idea is that
the PEF has the desirable property of adapting itself optimally to

the frequency structure of the process in the sense that it aims to
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whiten the data samples. In this way the MEM provides good frequency
resolution and more realistic power estimates, especially for the
shert records fregquently encountéred in practice. Classical power
spectrum methods are unable to provide sufficient resolution in such
. cases.

Nevertheless several shortcomings of the MEM need to be mentio-
ned. Although it seems intuitively reasonable that the data set impli-
citely should determine an optimum PEF length N, no efficacious method
for determining N in terms of the length n of the sample is available,
which means that it is difficult in practice to decide unambiguously
on the order of the AR model. The FPE- and AIC-criterion (Ulrych and-
Clayton, 1976) can be used but the results are often equivocal, espe-
cially when the data contain several periodic components since it is
then indistinct to determine unigquely a minimum in the FPE- and AIC-
diagrams. An objective standard for fixing the order N of the PEF is
of primary importance because the smoothness and stability of the
méximum entropy spectrum are controlled mainly by the choice of N.

It is known from experience that a small value of the ratio N/n (e.g.,
0.05) of the ME estimate gives a very smoothed and unusable spectrum,
whereas a high value of N/n (e.g., 0.5) introduces too many random
factors in the resulting spectrum. For high values of N the complex
conjugated roots of the AR operator tend to cluster close to the

unit circle of the complex z-plane, in this manner simulating ficti-
cious periodic variations. So to speak the autoregressive operator
tries to adapt itself to the noise in the observations for large
values of N: overfitting of the PEF entails that the MEM 'adapts it-
self too well to the data set at hand'.

Furthermore Chen and Stegen (1974) observed frequency shifts of
the spectral peaks in the ME specira of synthetic sinusoids depending
on the initial phaées of the signals. Spontaneous line splitting, de-
‘pending on the data‘length and the initiel phases, has been observed
by Fougdre et al. (ﬂ976). Courtillot et al. (1977) warn against the
interpretation of ME épectra which are obtained for high values of
the ratio N/n; they arrive at the empirical conclusion that MEM does
not provide reliable estimates of periodicities having a period ex-
tending one third of the. record length. A serious defect of the MEM
is that no realistic confidence limits for the power spectrum esti-
mates are provided. Finally it is remarked that Swingler (1980) coﬁ-
cludes that the MEM should not automatically be assumed to be supe-
rior to the conventional discrete Fourier transform (DFT) technique
for observations in the presence of noise. It is interesting to note

that this author expects the DFT error to drop off as n~?, whereas
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within each of the m samples: for this reason Fw(f) will be called
the 'within' F-spectrum.

A weighﬁed measure of the spread of the spectral information
from the m data sets can be constructed in the following way. For a
particular frequency f the least squares analysié of time series
number i gives estimates §i=(§01,éi,ﬁi)’ of the population parameters
x=(a,,a,b)" , where aozE{éci}, azE{éi} and sz{gi} , together with the

estimated variances sg_ and sé‘ of the parameters éi and ﬁi and their
covariance S, .- On alpolar piot each (éi,gi)—pair defines a vector
ﬁ. with the v;c%or's length portraying the amplitude and the vector;s
direction indicating the time of the highest value of the cosine func~
tion with period T. The m resulbting (éi,%i)~pairs can then be combined
to display an elliptical 100(1~q) % confidence region in the harmonic
dial so that 100(1-g¢) percent of the end points of the individuél vec~
tors ?i could be expected to fall within this area.

Inferences as to the pairs (a,b) may be made by basing a sta-
tistical test for a common periodicity on the variability among the
individual estimates (éi?gi)$ An estimate of the group expectation of
the parameters (a,b) is readily obtained from the weighted mean ﬁz
(4,b), given by '

m
2, niii . (39)

i=1

=

A
V:

A
Considering the as and,bi, i=1,...,m, as random samples with means
4 and b, estimates of the among-series covariance matrix elements of
. & ’ 5 5
g and b are given by the estimated variances sé and sg and the cova=-

N S
i £ the 2. and b.
riance s o ‘ 5 5

) 1 . i A A
s2 == S n,[(Ad.-4)2 + g2 ]
) N = 1 i ay
n
- l A B 2 N 9
S% TN .21 ﬂl[(bl b) Sb} (40)
i= i
’l n N ~ A
Sab T T .; 0y [ (8;-8)(by-b) + Saibi] :

A 100(1-g) % confidence ellipse for the frequency f considered.
of the group of time‘sequences, expected to cover 100(1-qg) percent of

(éi,%i)—pairs is then the set of all points satisfying

F

N

F,_ (2,m-2) . (41)
-0

where F is the computed F-value for the fregquency I



E§

’2) 1 i A

1) 2 s ab' s ’' s, s (42)
a 2 o]

ab _

E‘

4
=T

where r_=s /(s ob) stands for the corr ion coefficient between

elat
ab
& and b (Anderson, 1958; Corrolary 5.2.1). The null hypothesis Hoe
- a=b=0 can be tested by expressing Eg.(42) as an F-statistic and eva-—
luating it for a=b=0 for any frequency chosen. In this way F becomes
a function F,(f) of frequency, which can be interpreted in the follo-
B £
wing sense: if F_(f) > F (2,m-2) a2 statistically significant common
g B 1-a
periodicity is detected at the confidence level 1-a. Accordingly FB(f)
will be called the 'between' F-spectrum for the group of m members
since it takes account of the variability of the spectral information

content among the individual time series.

5. Harmonic analysis

Once a number of periods Tk=?/fk9 k=1,...,p, are identified by
the apparent peaks in the group (or single) F-spectrum at the fre-

quencies f ,...,f , a trigonometric model of the form
. i

p

D
.. = A9 4 cos 27f, 4. . b sin 2nf. t..) +e..
I1; i’ éZ; (ajy kvij 7 Pik k 13) ij
o
= A9 + . (2mf. 4. . + @..) +c..
Al Alk COSA k7ij ¢1k> ij (43)
k=1
is fitted to the data of each time series. The model (43) can be writ-
3 2 -+' —_ ,3 = P O 1
ten in the ganeLal short-hand yi = ixl+€j with gl—\Aiﬁaiq,oijggg,,
) he weighted least squares analysis, as given by Eq.(6),o0f

ip’ . N
the 1nd¢v¢aua1 iime segquences determines estimates <aik’bik> of the

the common harmonic wave

parameters a,=A, cos g, and b, =-A, sin @ )
s{) of the amplitude A; and

o)
I
A
0.
A
4

with period T, from whlch estimates (A
( e obtained.

ik

the phase ﬁk for time series number i ar
A null amplitude test for each period Tk follows from the gene-

ral theorem in Eq.(714). Application of this result to the harmonic

model (43), i.e., r=2p+1, s=2 and using the 2x(2p+1) matrix

/0 ...0 1 0 0

G=K
- 0 ...

} (44)

o
e

0 ..
1

™

1
k 2k+

t follows that a confidence region for the pair (aikgbgk) can be com-
e

Ry e

uted from Fk_<E}_&(2,ni—2pmi}ﬁ where
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cant spectral peaks at the main tidel waves. From the statistical
point of view only the strong tidal lines are significantly accepted
at the 95 % confidence level for the observing interval concerned,

o

but for completeness the minor tid

in dal constituents are also indicated.
In the long-period band lines at 275 and 172 days are observed. As
could be expected the side lobes accompanying the important spectral
peaks are severely disturbing the spectra.

To stress the importance of the use of an adeguate weighting
function the spectral analysis 1s repeated utilizing the hamming win-
dow. It is seen from Figs. 3 to 6 that in this way the minor tidal

lines become more distinct and that

i

e

the side lobes are drastically
reduced at the expense of broadening of the spectral peaks. This ef-
fect is particularly clear when considering the P-gpectra.

The effect of the use of a frequency window on the results of

It is remarked

are nearly the same, whether a data window
is applied or not, but is interesting to note

a tidal harmonic analysis is summarized in Table 1.
that the 6- and k-factors

that the standard erros
are increased when the hamming window is used.
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Y (o) = H (0)X (). (3)

P

Nous étudierons les filtres représentés par 1'ensemble final d=s
coefficients h~m’ h_1, hO’ h,l coas hn. Nous examinerons le processus d’'entrée

x(t)

P ' q r
z(t)= D) ay cos (ot -+ @;) + ) by cos (Tt + W)+ D) dit* (1),
k=1 k== k=0

(4)

o~

ol wK, mk sont les fréquences connues; p, g, r sont également connus, a. b
dk’ ¢K, wk sont certains cocefficients inconnus; nit) est le processus acci-

kﬁ

dentel stationnaire de valeur moyenne nulle et avec une fonction de corrélation
R(t). La premiére somme en (4) représente les harmonigues qui nous intéressent,

la deuxiéme les harmoniques mélangées et la troisiéme la dérive olynomiale.
o

Nous exigerons que le filtre laisse passer sans altérations chacun

des harmonigues cos (w + ¢K] et tous les harmoniques mélangés cos (&Kt + ¢K]

t
k
et la dérive polynomiale ktK est anéantie.

Nous examinerons 1'harmonigue arbitraire de fréqguence wy

r
a cos [mot + ¢). En appliguant & celle-ci le filtre, nous obtenons par (1) :
n n

' > hjacos (oot L @ — wof)=acos (0ot + @) D hjcoswgf L
j==m j=—m (5)

n
+ asin (0ot + @) 20 h;Sip ).

y=—m
Pour gue cette fonction donne une harmonigque non perturbée a cos (wot + ¢) il

faut que

2 hjCOS(L)oj—"——‘-i, E hijD(JJoj—_—Oo . [S)

j=—m j=—m
S'il faut donc que le filtre annule cet harmonique, alors
k8

2 hjcoswej =0, >} hjsinwej =0. (7]

j=—m j=—m

On peut écrire les conditions (8), (7) respectivement par la carac-

téristigue de fréquence H(w) :

H((l)o):i, H((Oo)=0,. (8)

. . - . . N 3 .
Nous examinerons maintenant la fonction de degré dt  de degré arbi-

traire k. A la sortie du filtre (1) nous obtiendrons par développement du
bindgme n B n )
D hd(t—jf=d X i D) Ryl (9)

j=—m i=0 J=—m



-

(e)]
o
m

Pour que ce polyndme soit identiguement nul, il faut que
n
D k=0, i=0,1,...,k (10)

Nous remarquerons que si, par contre, nous voulions conserver le
polyndme invariable (par exemple, dans le but d'étudier la dérive), il fau-
drait exiger au lieu de (10)

bl n
D hy=1, D hiie=0, ied,... k. (11)
j=-—m j=—m
- Pour subprimer toute la dérive il faut que les conditions (10)
- soient réalisées pour 1 =0, 1 ... r. Il est facile d'exprimer les produits

de la caractéristique de fréquence H(w) pour zéroc. Cependant, nous obtenons

par (2)

n

HD )= (V=1 3 nyt. (12)
( J=—mm

ot H k) représente la dérivée d'ordre k.

Ainsi, pour supprimer la dérive il faut gque

H@Q) = H'(0) = ...= H"(0) = 0. (13)

En réunissant toutes nos limites dans la caractérisation des fré-
guences, nous cbtenons

H(op)=1Lk=1, ... .p;H@®) =0k=1,...,¢;H®(0) =0,
k=0,...,r. (14)

Chacune des limites de la forme (&) cortient deux égalités de la
forme (5] ou (7) puisque H(w) est une fonction complexe. Les limites de la
forme (13) contiennent une égalité matérielle. Ainsi, les limites (14) exigent
(2p + 2g + T+ 1) degrés de liberté. On peut en 8tre satisfait si le nombre
des coefficients dé filtrage est supérieur ou égal au nombre de degrés de
libertés, c'est-a-dire si

m—-n—+1>2p+2¢+r-+1. (15)

Si, en (15), il y a égalité alors les coefficients du filtre H(w)
se déterminent exactement. Si (15) est une inégalité forte alors on
employera les degrés cde liberté restants pour la minimisation de la perturba-

tion n(t) & la sortie du.filtre.

En supposant gque la perturbation soit un bruit blanc avec une

variance qg, nous avons pour fonction de corrélation

R (1) = 036 (1), (16)
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Nous trouverons maintenant 1'expression pour le carré moyen a la
sortie du filtre dans 1'hypothése gue la perturbation est un bruit blanc avec

une dispersion og :

En v substituant (27) au lieu de h nous cbtenons
REI 29m /N —1
aoh™h = ggd* (f7f)71 6. (34)

Nous supposercns gue la perturbation n’est pas un bruit blanc pur

o]
3

el
-
-

s
=
bt

mais a une fonction de corrélati ors la dispersion de la perturba-

tion & la sortie du filtre est déterminés par (20). L'expression (20] donne

3
(
—
il

~la possibilité d'évaluer la perturbatio sortie du filtre guand 1'hypo-

culier, si la perturba-

b

thése sur le bruit blanc n'est pas réalisés. En part
1

i
tion renferme une harmonigue "non calculée” par les limites (14) du type

a cos (mot + ¢), alors dans la fonction de corrélation R(t), 11 y aura un

terme 1/2 aZ cos wot.

Conformément & (20} & la sortie du filtre le carré moyen de cette

harmonigue sera égal a :

kA
% 3 2 n .
o 7 a 2 ¢ P —
L MR ——c0s (W (5 — Jo)) =2 [ ] R0 2 (35)
b 7 7 W J ) ==t L S bl oS oni | L
7, k=—m 20 & g7 i 'LOJ! i
n 41N
' i . . _::\[ G’Z
- o8I WaT Y s e | T (i) 12
i f'/~. ; uQ@]EJ 5 ifi\mw];
=—m

-

Ainsi, 1’amplitude de cette harmonique & la sortie du filtre est égale

a [H (w )],
o

[aiYg

3. REMARQUES PRATIQUES CONCERNANT L'ANALYSE DES MAREES TERRESTRES.

o

Pour la réalisation pratique de la méthode décrite, il faut que la
matrice & du systéme des équations normales soit bien déterminée et loin d'étre
dégénérée. Pour cela, 1l faut gue les fréguences Wys wees w_des harmoniques
gui nous intéressent scient tres voisines des fréguences &,, ... &q des har-
moniques mélangées. En outre, du point de vue du calcul il est souhaitable
que l'ordre (2p+2g+r+1) de la matrice & ne soilt pas trop grand. C'est pour-
guoi, parfois, on donne la préférence & un “représentant” des groupes entiers

des harmonigues

(53]
(93]
]
-
ot
0]
ot
Oy
i8]
w}
fomd
@
=3
o
]
ot
[N
©
m
o
i}
]
&
el
]
wm

des harmoniques gul nous intére

mélangés. Ainsi, par exemple, si, & un moment donné, les ondes de marées

diurnes nous irnes et ter-diurnes vy sont mélan-

gées, alors pour w, on prend la fréquence d'une des ondes diurnes et pour mi,

vue Qq guelgues ondes et des ter-

diurnes.. En vertu de réguence Hlw),



(W)}
N
[dn]
[o9]

les ondes de fréguences voisines de W, seront amplifiées avec un coefficient
d'amplification voisin de 1'unité. Les ondes avec des fréguences voisines de
aq’ ..E;.mq seront fortement atténuées. On peut calculer H(w) avec le méme pas
en frégquence et déterminer les coefficients d’amplification et 1e déphasage
sur n’importe guelle fréguence qui nous intéresse. Pour &dtudier les ondes
semi-diurnes en y comprenant les ﬁiurnes et les fter-diurnes il faut évidemment

calculer le filtre H{w) & nouveau.

Parfois 11 convient d’examiner les filtres symétriques avec hj: k_j,
m=n. Ces filtres ne changent pas la phase de n’importe guelle harmonique.

-Ainsi se réalise automatiguement .la seconde condition venant de (8)
m
2 hisin wej=0 (38]

pour n’'importe quelle harmonique. L’'crdre de la matrice & diminue ainsi jusgue
(p+g+r+1). Les questions de stabilité de calcul de la méthode décrite

requigrent dans la suite une étude attentive.
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DETERMINATION DU PARAMETRE DE MAREE TERRESTRE &
D'APRES LES DONNEES EXTENSOMETRIQUES

L.A. Latinina

Physigue de la Terre, Izv. Ac. des Sc. URSS, n° 8, pp. B0-66, 1984

Les déplacements horizontaux provogués par les marées sont pro-
portionnels au nombre de Shida-Lambert 2. L'étude théorique a donné la valeur
sulvante des nombres h et £ pour 1'onde D,I : pour les modéles de M.S. Molo-
.denskii I et II h = 0,617 - 0,614, & = 0,0805 - 0,0808 {1} pour les modéles
de Gilbert-Dziewonski-Anderson et autres, calculés par Wahr {2} h = 0,802 -

0,603, £ = 0,0839 - 0,0845,

Ce nombre se détermine expérimentalement avec une précision insuf-
fisante pour 1'étude de la structure interne de la Terre. Il existe trois

méthodes de mesure :

a) 1'écart de la verticale par rapport a l'axe de rotation de la Terre, méthode
astronomiqgue

bl les déformations linéaires des couches de la Terre, méthode extensométrique

c) les déformations de volume dans la Terre, d'aprés la variation du niveau de

l'eau dans les cavités souterraines.

lLes résultats ob
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caractére qualitatif. Les écarts mesurés par rapport 2 l'axe de la Terre sont

.proporticnnels au facteur A :

Le résumé des données de 14 ohservatoires astronomiques avec des
séries d'observations atteignant jusqu’a 54 ans a donné le résultat {3} :
A = 1,13 et 1'erreur quadratigque de A n'est pas inférieure & + 0,10. Eﬁ subs-
tituant en (1} 1a valeur de k 0.31 nous obtiendrions pour % 1'estimation

0.18 £ 0.10.

L'erreur sur la détermination de k est sensiblement moindre que

-
]

1’erreur de A et on n'en tient pas compte ici. Les derniéres donnédes de 1'oh-
nt

servatoire astronomique de Paris {4} o e résultat suivant :

[}
Q
i s |
s |
148
fod

A= 1,05 20,15 et & = 0,24 % 0,15

Alnsi, la précision de la méthode astronomique est basse hbien que

ses résultats ne dépendent pas des déformations locales et poudrraient, avec
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des,



En séparant d'aprés les données d’ohservation ces deux ondes et en rapportant
leurs amplitudes aux valeurs théoriques provenant de (4) ou par (7} nous ocb-

tenons deux équations pour la détermination des nombres h et & {7}.

Les nombres h et £ peuvent &tre déterminés également pour une
seule composante de la déformation provenant des combinaisons des ondes M2 et
0, {(2) et (5) ou (3) et (B)}. Enfin on peut combiner les données de deux ap-
parells orientés différemment et utiliser les équations (2) et (3) ou (5) et

(B) etc ...

Lequel de ces procédés est le plus précis
P. Melchior considére que pour la combination des ondes M, et 81
des erreurs supplémentaires & cause de la différence de rés sonance des nombres

apparaissent

h et £ dans 1l'onde O, {7}. Cependant 1’onde U, est eloignée de la résonance

i . H
et pour elle la variation de résonance des nombres h et & ne dépasse pas 1 %.
A cette étape de recherches on peut négliger cette erreur. Les grandes erreurs

sont liées & 1l'influence de 1'ccéan. des hétérogénéités topographiques et géo-

logiques. Elles ne se relévent par aucun des procédés énumérés. Plus loin nous

effectuerons les calculs par tous nous comparerons leurs résul-

tats.

Les valeurs hf et h/2 d'aprés les données des observations extensométriques.

Nous donnons dans la table 1 les données des 27 ohbservatoires pour

lesquels nous avons des publi aillées. Les amplitudes
observées et les phases des ondes M. et G( sont corrigées des effets indirects
sl ces derniers sont calculés pour un point donné. On a calculé d'apreés les

amplitudes observées les nombres h et % et h/% (table 1,2). Le premier procédé -

d'aprés une seule composante de la déformation et pour 1l’onde Mz, le deuxieme

procéd& - pour une seule comp

1'onde Dq, ie

pres les com-

troisieme procédé - pour une
binaiscns des ondes M e ﬂz pour les
deux composantes de 1 pour deux

composantes de la déformation.



TABLE 1

Relation des nombres h & % d'aprés les données d'extensomdtres
p

Azimut de .
1]
Stations 1% appareil =
ppare )
en degres
Amagaze Japon {g} 1075 9.05
dem : , 17,5 784
Osakayama Japon {10} 128,0 6,44
" 380 5.90
. 173,90 71,52
Kamitakara Japon {11} 450 5,70
0.0 L7T*
: 135,0 7,19
£ 4 S
Elliot - USA 5 5.0 1.9
Pinon Flat USA 8 20 S
Idem 90,0 gﬁé
o ’EEQ,C} 814:)
Mine USA {6} 230 7,64
Id. 740 8.33
5 1370 7,24
Round Mountain USA {6} 5 8,74
Id. 108,0 6,88
. 1675 8.72
Pocorman Mine USA {12} 1730 §Q5
Flat River {8} 00 7,50
4. 90.0 2106
" 1350 6,931
. Sas Sha
Ogdenburg USA {6} o e
Id 10,2 a‘,u(}
" . 132,60 8,81
Queensburg Angleterre {13} 45,0 S
Id. 1350 5,80
Schiltach RFA {14} 2,00 5,40
Id 81,0 7,43
LG 420,0 7,53
. 70 870
Cooney Austr {15] 67,0 il
ney ralie 115) 1625 10,20
" 53,0 8,70
an ’
Walferdange Luxembourg {16} 5?? 2@;
Id. A ary
Tiefenort DOR {17} 6,0 590
o o 50,0 6,97
Inkerman, Crimée URSS {18} ,.B:0 550
Thilissi Géorgie {19} 1900 7,25
Td 60,0 5,20
Slie . - . £F7E f any
Ingouri Géorgie {20} 1720 ggg
Talgar Kazakstan {21} q%g S0
Tourgen v %22 Py oo
Td i :?ﬁu‘ RV
S i y 2.5 9.0
G§rm Tadjikistan {23} T 250
Tchausal Tadjikistan {24} 17,5 8,70
= o Ais N = a7
L0 . ~ 113,90 b I
Sari-Pour-Tadjikistan {25} 1770 13,40
Tchildora Tadjikistan {286} 82,0 6,80
Id 471,0 7,60
P ° PP 1050 40.00
Kondara Tadjikistan {27} Ryt LY
Iid - : 45,0 7,76
Protvino URSS {28} 00 763
Id. . 90,0 887
Obninsk URSS {29} 0,0 5,73¢
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Table 2

Moyennes des valeurs observées h, %, h/%

2zl
Procede .
de I i A/l 2 pour h =

calcul - 0,811

¢ 0,650,035 0,09620,004 6,88:0,31 0,089::0,004

2 | 0,6580,045 0,090=0.007 7,640,37 0,080+0,004

3 0,595::0,045 0,080:20,005 7,5450,29 0,010,003
Cpexaee ) i 7,400,20 0,08260,0022

4| 0,598+0035 0,086:0,012 9,901,44 0,082::0,009

5 | 067220074 0,020,022 5,590,56 0,1090,011

Les deux premiers procédés ne fonctionnent pas pour une orientation
des appareils NS et EW (o = 0 ou 80°) le troisigme prbgédé ne fonctionne pas
pour o = 45°. Les deux premiers procédés ont été utilisés dans les cas d’instal-
lation des appareils dans des directions faisant un angl
avec les directions pfiﬂCiﬁ6185g Le troisieme procédé a été isé pour les

5° de pas moins de 10°.

Nous donnons dans la table 1 les valeurs moyennes de h/% & partir des

valeurs obtenues par les trois premiers procédés (ou leur partie). Le signe %
indigue les valeurs qui sont obtenues d'aprés les valeurs observées de & et
1

avec la valeur donnée de h., Elles ne sont pasprises en compte lors du calcul
q

des valeurs moyennes de la table 2. Avec les valeurs appli

f

uées ici des nombres

k = 0,611 et & = 0,083 leur rapport de h/% est égal & 7,35,

Les ecarts des valeurs observées par rapport & la valeur théoriqgue
sont grands et le désaccord de ces valeurs d’un point & 1'autre point et en
fonction de 1’azimut est également important. Les valeurs moyennes des valeurs

observées h/% des nombres k st % son

ot

dannées dans la table 2. Dans le calcul

des moyennes, les valeurs maximale et minimale sont rejetées.
Les procédés 1, 2 et 3 éteient de précision variée. Les erreurs qua-
p . !
dratiques moyennes des nombres h et & de 6 & 8 %, et les valeurs h/%, de 4 a

5 %. Pour la valeur moyennée h/2 1l’erreur est de moins de 3 %. Les procédés
4 et 5 donnent des. erreurs plus grandes allant jusgue 15 %. On a obtenu par les

trois premiers procédés les valeurs h, % et h/% différant & peu pres de 10 %

en tonction des valeurs théori
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calcul par le pro-
cédé 4 et 5 atteignent 30 %. Il s'agit apparemment de ce gue 1'influence des
hétérogénéités est sensiblement différente dans les différentes directions.

En cutre, la précision des prccédés 4 et 5 est faible & de hautes et basses



latitudes et pour une orientation n
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h
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1
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ueg d’un des appareils dans une

rection

Dans 1a suite nous ne nous

[N

direction voisine de la d

servirons pas des résultats de ¢

Lea moyenne de la valeur h/% se détermine avec le plus de précision

d’'apres les données de la table 2. Sa valeur de 7,40 est voisine de la valeur

théorigue 7,36. Nous nous servirons du fait gue le nombre h est déterminé
avec assez de précision par'les observations gravimétrigues et est pris main-
tenant comme égal & 0,611 et nous calculons le nombre % d’aprés les valeurs-
observées h/4 et le nombre h donné. Les valeurs correspondantes de & sont
données dans la table 2. Pour la valeur (h/z]mgy . moyenne d'apres tout
données des cbservations et selon tous les proc
pondante & est egale & 0,0828 + 0,0022. Elle est voisine de la valeur théo-

rigue pour les modeles actuels de la Terre.

Estimation de l'intervalle crédible pour 2.

La valeur de £, moyennée d’'aprés toutes les données des observations
concorde pratiquement avec la valeur théorique. Il est important d'éclaircir

combien est significative cette concordance.

La valeur moyenne est déterminée pour une Terre solide {sans océan)
sphériguement symétrique. Les écarts des valeurs observées & la moyenne sont
provoqués par un grand nombre de facteurs indépendants : la charge de 1'océan,

P

les particularités régionales et locales de

0

tructure, le relief, la cavité.

On peut considérer les valeurs h/% obtenues par le réseau mondial de stations

comme indépendantes puisque les effets occéan nt différents dans les dif-

e
J a
C
]
(0]
o2}
Q

férentes régions et que les effets d'hétérogénéité sont différents sur de peti-
. Les valeurs cbtenues pour différents azimuts en un méme point

s
sont indépendantes puisque les effets indirects ne sont pas les mémes dans dif-

calcul sont &galement tout &
dans les ondes M, et 0, sont différemment perturbés par les effets indirects.
Les valeurs accidentelles de ce genres, représentées par la somme du nombre de

ine répartition voisine de
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Courbe de la répartition des valeurs observées h/% (2) et courbe de la répar-

tion normale (1).

Nous vérifierons 1'hypoth&se sur la répartition normale des valeurs
h/% la figure 2 montre la caurb de répertition de ces valeurs et la courbe
de répartition normale, avec la valeur observée correspondante et la dispersion.

-

L'accord est satisfaisant. L'hypothése d'une répartition normale est vérifiée a

1’aide du critére de concordance xz pour leguel on considére la statistigue :
- o
X‘Z = % ; (j; 12? } Ml/.{‘c’ iy

Fi est ici le nombre de valeurs chservées h/§ se trouvant dans la iéme série
Fi est le nombre attendu pour une densité normale de la répartition. L’hypothése
sur la répartition normale de la valeur accidentelle h/% est prise au niveau de

la valeur o = 0,05.

L’estimation de la valeur moyenne propre de la valeur accidentelle
d’'aprés une moyenne choisie [hf%}mo vis & vis de 100 (1-0) % de confiance a
) i

la forme

’

(BI1) ep—trms, aaSl YN (AT o< (P

-

.
.S
ey
R
O
=
o
M
I
a
&
I
&
S
e,
‘:a
=
)

ou t est le coefficient de répartition de student, s est la dispersion. Pour une

du choix du volume

-
0]
ot

donnée d’un intervalle de confiance de 80 % (/2 = 0,05

N = 53 nous obtenons l’estimation

7,40—0,33< (B/1),<<7,40-+0,33.

La moyenne réelle de la valeur accidentelle ihXZEO doit 8tre la ca-
ractéristique globale de la Terre. Sa précision de détermination est d'autant

moindre et gue plus grand

LD\
U)
0]
o0
ot

plus élsvée que la dispersion des valeurs observ

est le volume du choix. L'abaissement de la dispersion est atteint par 1'augmen-
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TRANSFORMATION OF NINE LACOSTE ROMBERG GRAVIMETERS

IN FEEDBACK SYSTEMS

M. Van Ruymbeke

Observatoire Royal de Belgigus
Avenue Circulaire 3
1180 Bruxelles

INTRODUCTION

B

Since 1873 the Royal Observatory of Belgium has installed more than

80 stations over the world for the measurement of the tidal gravity variations.

For this purpose., two types of gravimetars were used, Geodynamics

and LaCoste Romberg (LCRJ). We are concerned Herﬂ only with the LCR.

The precision achieved with such instruments operated during 8 months

at each place allows to compare observed and calcu ceanic interactions

i)

8]
to a precision of 0.3 to 0.5 microgal (Melchior & al. 18817,

The key Ffor this confidence in the results i1s a perfect maintenance,

an exact timer. a guick exchange of records and informations and & carefull
a

The control of the lnerLme characteristics iz obtained from the

T
calibrations defined in the Bruxelles fundamenial station (Ducarme, 1875) and

For the sensitivity determination of the LCR instruments, we dis-
place the beam by alternate rotations of the micrometer at intervals of twenty

his time intervel is necessary to minimize the lag effect of ths

Such an interval calibration procedure is very sensitive to acciden-

tal tilts of the instrument and some perturbations sometimes do ooccur.

Moreover the instrumental phase lags in the diurnal and semidiurnal
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The main constrain is to keep constant the value of the angle o that
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Then the sensitivity is constant and the standard conditions defined

for the rheological model of the LCR instruments in Bruxelles are achieved.

Toc fix o 1s equivalent to fix y if we assume that B is constant and
that the position of the beam inside the capacitive transducer has no
mechanical and electronical drift.

To achieve transverse and longitudinal levellings, we determine
"the peak of the parabolas (Melchior, fig. 8.4, page 271, 2nd edition 1983)

thuSadjustihg the gravimeter at these positions which correspond to a y minimum.

We pointed out (Van Ruymbeke , 1980) the effect of diurnal temperature

ot

=ty

~h

variations on the bubble length and on the drift o

LCR on the field.

i1ts center position for a

Figure 2 shows the variations of the sensitivity as a function of
longitudinal tilt while Figure 3 represents the parabolas for the longitudinal
level as a function of the chosen reading line. It is seen that, in this directic

the variation of the sensitivit tilts produces an asymmetrical response

(xy
R
=3
e
ot
o
o

of the instrument.

When the conditions of the station are severe the accuracy is limited

by the instrumental parameters shift.
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The zerd-method avoids these difficulties related with the deter-
mination of the constants. This improvemant can be achieved with LCR instru-
ments. In that case the angle B indeed remains constant and so does the length
of the springs as well. The delay due to the rheological deformation of the
spring’'s molecular network consequently disappears and the phase lags become

negligible.

For the LCR, it i1s easy to apply an external DC bilas voltage to the
fixed plates of the capaci%ive transducer. Then two electrostatic forces
are indgced between these plates and the beam. The modulation of the bias signals
is usable to feedback the gravimeter and becomes the measurement of the

vertical tidal force acting on the beam.

Furthermore the design of the CPI card of the LaCoste Romberg is well

adapted to a transformation into a feedback system.

THEORETICAL MODEL FOR THE ELECTROSTATIC FORCES INSIDE A CAPACITOR BRIDGE
TRANSDUCER.

The parameters usedin the equations for the electrostatic forces in

a capacitor bridge are represented on figure 4.

® Surface S

‘Q\
\“\‘
1

1

I}

1

e

¢

Figure 4: Paremeters used to define the force betwsen two plates of a
capacitor.
z is the distance
S is the surface

V, and V2 are the potentials applied to the plates P1 and Pz.



If a voltage V is applied on a plate P, an electrostatic field E

is generated all arcund it, such as

E = - grad V _ (1)

An electrical charge g in this field under oes a force F
[=1 = Z

= (2]
F = -g grad V

The energy stored when this cherge is moved from the infinite to P

is @

W = + g grad V dz = +qV (3)
[#:e]
Thus, for two interacting charges q4 and q2
i

the energy is_

1
W o o= -
5 [q1 V1 as VZ)
\/1 and V2 being the potential of the charges. One has to divide by a
factor 2 because it is equivalent to displace q, or g, to infinite and with

only one charge away, the interaction disappears.

A generalization to a number of charges n gives

n

1
W= 3 Z a; Vg (5)

-—

i
and, for a continuous distribution of charges in a volume M

W= —%- VOV (g) dg (6)
Jr
In the case of a capacitor {figure 4} one has:

=V, -
u kz V,i

4
and W o= = v, - Vv,) dag (7]
VA

Qe
om,
xS}
-t
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Introducing the capacitance

C=g‘€ 2 (8)
U o
we can write :
4
. | 1 2, 1
W==QU = (5e_ sUT) = (s
2 2 o z )
'Z is the distance between the plates
The electrostatical force between the plates is:
F=- Eﬂ S € ayz s (10)
dz 2 0 2
z
For the LaCoste Romberg system (figure 5) two forces are acting
inside the transducer
1 2 2
F,. ==¢€e_S (V, -V )7 / (z_ + dz) 11
i 2 7o 2 1 (11
i 2 2
Fo==¢e_ S (V, -V )"/ (z - dz) (12)
2 2 7o 3 2
The resultant force, acting on the beam, is
r/ \ |
e g |/ V., - V_ \2 V, -V 2
_— _ O i3 2 2 1 |
S 2 5\ z -dz ) "\ Z ~+dz /) | (13)
| . [») \ 0 2
We put e S
~ c Ly ~ .
C, = 3 the value of the two capacitances for a centered
“o C
sosition.
Plate P,
3 - dz
V, @
3
Plate P2
Vo vz
2
/’/Plate?,,
i
vV, ©
1 /
The plates P, and P, are fixed to the frame of the gravimeter. The plate P2
is fixed to the beem and moves with it. Fq and Fp are the Torces acting on P,.
z - dz and z_ + dz are the distances betwsen the plates.
o o



N

3 0
e S {v + V2 V- vy27]
F=— - I g §
2z - dz J L 4 +
K z, z \ % dz j
o 1 o 2
2C ga! Vo EVZ + 1 m»’+ V V égz]
- o & & Zg Zg
z
. 2 4
o 1-2 5%, (&
v
= Z0
s . (dz.2 s
By neglecting the term (=27, we obtain
“0
2 C, .
Fee=2 (v_V+o(v + w2 82,
z_ o 2 o z_
i [

“n

or a centered transducer,

dz = 0
and e V7
P4 L;G v’ﬁ
F = - v
Zp
This eguation confirms the linearity of

a centered capacitor bridge {R.

W, Farrell,

(14)

{15}

(183

(173

(18]

(18)

an electrostatic force in

18701},

imitative fora

Unfortunately the conditio onof centering is
LCR systems as the position of the chosen reading 14
pond to the center of the capacitive transducer,Then
-squeare of the feédback voltege introduces 2 non lineari tye
A method developped by Harrison and Sato {1983
If we replace in -(123) V1 and V,_ by
=)
‘V’,? =V - {1 -Kk) V
Vo =V + {1 + K} "V
3 0
we obtain S Vo+ (15k) VN2 /V_ - (1-K) V
o o : \ 0 :
F=— / mg
- = / + oz
ZQ dz / \ ZQ G
2C /
dz, o L2, dz
R — (1+2k £2) v W o+ [ k+ (1+k%) 2
z : zZ0o Z,°
O AY
w2

2

2
A

a number of

"2
ine does not generally corres
a term proportional to the

} solves this problem.

(20)
(21)
(22)
iz; v2 (23)



X, Yand

and

cancels Y:

7 are constant

2 C .
Y —2 1+ 2k ZZ gy
/_’_‘ ZO 8]
g’ 8}
%
2C o
Cove —2 ks ekt 22
H Z {{ ZG jk
{ c AN &
Y
2 C .
Z: o _g_z_ V2
z_ Zq o

L
0
X = vV
z_ o
(=}
2 C
- 0
F o= Vv \
z 0
o

(acting

{24)
{non linear term)

(25}

{28)

choose & value of k which

az 2 , dz
- Kr k= =0 (27)
z z
0 0
if ' 2
‘ —’E:\%’/’soé}dz/zﬂz
f =
ﬂ =
2 dz/zg
and for small values of dz we select the solution
. 2, 2
-1+ (1 - 2 dz /z5)
k =
2 dz/zg
= —dz/ (28)
Zo
k is thus proporticnal to the relative excentering of the reading line.
Fer an adjustment of Y = 0 the sensitivity of the instrument to the
changes of electrostatic field is
dr 2 Ca p dz 501
- = l’f"ZE"\——}V {28}
av z z_ o
c O
s . . . sy )
Because k and — are small, the sensitivity is almost coenstant for the variations
Zq ]
of the gains (1+k]) and {1-k). For this reason it is appropriate to adjust only
the gain of one bias signal, keeping the second one constant. As the forces are
nroportional to the sguare of the voltages we can also change the sign of the
polarisation voltage on one plate. In such & case the two voltages for the bias
applied to the capacitance bridge are
V., = - {VO - V) {383
i
Vg = Vg += (1+k] V {313}



V = 0, the induced force

(32)

This gives nd to center the beam by changing

3

‘the reading tion of t

ie gravimeter to a same

BC signal sent on the two plates.

-

OR A LACOSTE-ROMBERG GRAVIMETER,

‘e 6) 1s adapted for

|+

preamplifier receives the

ss-Fil:

er and aresistor -bridge

€
(F.B.) allows & short circuit.

oF the input of the differential

eamplifier. We define the

T
e}

preamplified output signal S, by :

(33}

g is & function of ti

This signa is amplifier all

An amplifier witha unit gain produces the signal S, named Test Signal.

2

The signal SE is also sent to a second differential amplifier with
a gain 10 at the input (+]. A very stable reference DC voltage 86 is
connected to the (-] input of the same component. The signal 83 corresponding to Vq
is such as : ‘
S5, = 10 (s, - 8.} (34}

The signal S, is also sent through an adjustable bridge to an inver-

1
ting amplifier with an output sig S,
S = - {1+k} S {35}

This signal is connected to the(-) input of a differential amplifier

with a gain 10 which has its (+]) input at the reference S6 vaoltage.

Its output signal S. corresponding to %% is defined by

5
S. = 10 (S, - S,)
5 b e .
(38)
= 10 {s. + (1+k) S, }
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he two plates of the

J
ot
fodo
(W]
=3
w]
‘..b
[

A double switch enables the connsc
gravimeter capacitive transducer simultanecusly to the ground or to the
feedback signal 83 and SSZ

At first the gravimeter is working in the classic mode [V,§ = Vz =
VSJ. Then the feedback signals are operated: the variations of V1 and VB

could be positive or negative depending on the input signal connection.

With an averaging resistor bridge, the output voltage S? is

S, = (5, +35.1 /2 {(37)
/ 3 ol
= 10 - g e [ 4ak 1
10 \Sq Sg Se (1+k] S?; / 2
= 10 (1 + k/2) . S, (38)

- The electronic gain may be defined as the arithmetic mean of the

gains of the 83 and S5 signals:

G = 1001 + k/2) {38)

Let us consider & variation of gravi

When the gravimeter is out of feedback it will produce an angular
displacement Ay (fig.1) and a corresponding signal Z at the electronics

output wit

I

A: amplification factor [(V/ugall of the gravimeter.
If we switch on the feedback. the beam will recenter in such a way that

-

at éguilibrium the residual signal is

7 I
ZE::';“:?;“QF (40}
EGy G,
with C: retio between voltage and electrostatic force [(V/ugall.
The feedback does not compensate the fotal displacement as a residual
signal ZE is reguired to produce the differential forece F and
AE = A A &n
where AgR is the uncompensated part of the gravity changs.
As
AF = Ag -
L
we obtain 7 G 7z
= o _ £ |l
A A
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reinstalled inside the LCR with a short circuit between the shield and the two

free ends of the wire.

A check of the sensitivity and s new leveling confirm that the gra-

vimeter is unchanged after the modification.

The second step consists of soldering the wire to the bias switch of

the VRL 8350 electronics placed in the OFF position (grounded plates).

When this operation is completed one connects the gravimeter output

to the electronics with the F.B. switch "off” (short circuit of 51},

The gain potentiometer G,, in parallel with the F.B. switch, must be
H

8 9

zeroed and after one minute the bias switch will be put "on” to send the bias

+ and S
voltagess3 and 85 to 812 qnq’u?B,

Generally a small correcticn due to the effect described in (32]) is

necessary to recenter the voltmeter on the top plate of the gravimeter.

Turning slowly the gain potentiometer G, with the F.B. switch "on

1
two kinds of reactions exist:
- with a positive feedback, the gravimeter is sent in full scale position and
one has to invert the position in the bias switch

oS
[SB to 813 and S5 to w?z)

- with a negative smell gain feedback, the beam position remains centered.

After this preliminary setting., it is now necessary to adjust the gain of

ng .
the feedback (potentiometer G1) and the linearity paraemeter k (potentiometer G2).

signal S, (Test output) at full
scale sensitivity of Z volt one checks the s ity of the system increasing

step by step the gain G,. We select an optimal damping [(Ffigure 8J.

Let us call £ the change of voltege at the test point S2 Tor a given

rotation of the micrometer with the feedback switch on.

We obtain a value E,i {fig. 8) when the gravimeter is operating out
of feedback (bias switch off) and & much smaller valus E, (fig. 16} when
the gravimeter is put in the feedback mode (bias switch onl.

The gain G is given by

E‘?
G = = [(42)
d
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TRANS WORLD PROFILES BRUS
STATIOH 0201 BRUXELLES-UCCLE

50 47 55 N o 21 29 E H
BASSIN EOCENME DE BRUXELLES SuUR LE
SABLES LUTETIENS,
OBSERVATOIRE ROYAL DE BELGIGUE
GRAVIMETRE LA COSTE-ROMBERG 3364
AJUSTEMERNT DE LINEARITE PAR METHO
CALIBRATION LA C
INSTALLATION
MAINTENANCE

LEAST SQUARE ANALYSIS
POTENTIAL CARTWRIGHT-
COMPUTING CENTER

COMPUTER SPERRY~-UKI

VA

INERTIAL COPRECTION PROPORTIONAL
NORMALISATION FACTOR L99154
G336 631020/83112¢ 8312 2/83122
TIME INTERVAL $5.0 DAYS 1
WAVE GROUP ESTIMATED AWPL.
ARGUMENT N WAVE Rob.S,
133.-139, 30 G1 .12
143,145, 26 01 211
161.-168, 33 PIS1KI 09
243,-248, 24 N2 Lou
252.-258, 26 #Z .0y
267.-277. 21 S2K2 S04
335,~375, 16 M3 236 .02
STANDARD DEVIATION D 3.08
01/K1 1,0096  1-01/1~K1 1.0733
CENTRAL EPOCH TJJT 2445669.0

(72l

ot pd s

ot

s ot

[y}

O

LS FUNDAMENTAL STATION
OMPOSANTE VERTICALE BELGIQUE
1w P 4 b QDKM 981 117 301
AMBRIECH DU MASSIF DU BRABANT.
DEPT.1 P-MELCHIOR
ERVISSEMENT ELECTRONIQUE MoVAN RUYMBEKE,
SATO-HARRISCON
TE OHMBEREG
o v

ME
THE SCUARE OF ANGULAR SPEEDS
§3lzzu4/831228 84 1 1784 111
G READINGS 4 BLOKS
MPL RESIDUE
CTOR - R.teSe ReMoSs AMPL . PHASE
1637 s TTE 1.034 .09 7563
612 < 085 <171 07 45.9
26 2283 108 58 2807
2.193 375 .28 68.6
2.626 065 1.86 61.8
1.064 « 137 5715 246
973k <3575 -4, 914 3.336 <05 ~139.4
SO .09 T8 .57 MICROGAL
Me/01  1.025%
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Table 2
TRANS EURCPEAN PROFILE STATION BRUXELLES
STATION 8201 BRUXELLES-UCCLE CCMPOSANTE VERTICALE BELGICUE
50 47 55 N Gt 21 29 E H 101 K e G g QDKM 981 117 301
BASSIN EOCENE DE BRUXELLES SUR LE CAMBRIEN DU MASSIF DU BRABANT,
SABLES LUTETIENS.
OBSERVATOIRE ROYAL DE BELGICQUE DEPT.1 Pe MELCHIOR
GRAVIMETRE LA COSTE~ROMBERG 402, ASSERVISSEMENT ELECTRONIQUE HM.VAN RUYMBEKE,
AJU T DE LINEARITE PAR METHODE SATO-HARRISON
Cal LA COSTE - ROMBERS
INS Me VAN RUYMBEKE
MATL RPo LAURENT,J. JEAN
RE ANALYS PROGRAMMING RB.DUCARME
CARTWRIGH .
CENTER /FAGS/ BRUSSELS
PERRY-UNI 7
INERTIAL CORRECTION R SPEEDS
NORMALISATION FACTO
G#0z 84 1 3/84 1 9 84 113/6% 115 84 1i9/84 2 6 84 2 9/84 217
TIME INTERVAL 47.0 DAYS 1008 READINGS 4 BLOKS
HAVE GROUP ESTIMATED AMPL, AMPL 4 PHASE RESIDUE
ARGUMENT N HAVE RoMaeSe FACTOF RoMaSe DIFF. ReMeSo AMPL e PHASE
133-13%9, 30 Q1 .70 o119 11489 ,0327 0212 1.623 «J7 15842
183e-149, 26 01 3536 2% 11610 <0069 103 <343 « 08 50.3
16ie=168¢ 33 PIS1KLI 49,55 18 131569 .00D42 = (68 0211 6«83 =4ol
283e=288, 24 N2 &.85 .08 11915 0080 2603 <387 36 6069
252.=258. 26 HMZ 35,79 .05 1.1921 <0018 2655 084 190 6069
267e=277e 21 S2¥2Z 16,72 05 11969 0039 1365 « 190 065 380
3350~375,. 16 M3 39 <03 1.0363 .0858 -3.683% 4.689 e03 =1316.5
STANDARD DEVIATION o 4,32 SD 108 TC <62 MICROGAL
031/K} 803 1=01/1-K1 1.0265 M2/701 1.0267
Ct EPQOCH Tdd= 2445725.0
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Table 3
TRANS WORLD PROFILES BRUSSELS FUNDANENTAL STATION
STATIOK Q201 BRUXELLES=-UCCLE COMPOSANTE VERTICALE : BELGIQUE
50 47 S5 N 04 21 29 E - H 101 H P &4 - D SOKM 983 117 301

BASSIN EOCENE DE BRUXELLES SUR LE CAMBRIEN DU MASSIF DU BRABANT o
 SABLES LUTETIENS. ’

OBSERVATOIRE ROYAL DE RELGIQUE DEPT.1 P.MELCHIOR

GRAVIMETRE LACOSTE ROMBERG 487; ASSERVISSEMENT ELECTRONIQUE MoVAN RUYMBEKE,
AJUSTEMENT DE LINEARITE PAR METHODE SATO-HARRISON

CALIBRATION BRUXELLES - STATION FONDAMENTALE
INSTALLATION He VAN RUYMBEKE
KMAINTERNANCE Mo VAN RUYMBEKE~Bo.DUCARME-JoJEAN-R . LAURENT

LEAST SQUARE ANALYSIS ¢ VENEDIKOV FILTERS ON 48 HOURS / PROCRAMMING B.DUCARNE
POTENTIAL CARTKRIGHT-TAYLER-EDDEN / COMPLETE DEVELOPMENT

COMPUTING CENTER INTERNATIONAL CENTER FOR EARTH TIDES/FAGS/ BRUSSELS
COMPUTER SPERRY-UNIVAC 1100/8:1 PROCESSED ON 84/ 9/2¢

INERTIAL CORRECTION PROPORTIONAL TO THE SQUARE OF ANGULAR SPEEDS
NORMALISATION FACTOR 1.01326 °

G487 84 331/84 & 2 84 515/84 523 gy 527/84 533 84 6 3/84 611 84 619/84 623
G4e7 84 628/84 630 84 T 4/8u 7 u g4 714784 714 84 717/84 8 & 84 g 9/84 817
G487 84 B821/84 823

TIME INTERVAL i47.5 DAYS 1872 READINGS 11 BLOKS
WAVE GROUP ESTIMATED AMPL.  AMPL. : PHASE RESIDUE

ARGUMENT N HAVE ReMoSe FACTOR RoeMoS.  DIFF. RoMoSe AMPL . PHASE
133.-139. 30 @l .55 .14 1.1236 .p0232 2408 1.187 2«21 167.%
143.-149, 26 01 35.35 .13 i.1610 0042 «228 « 207 15 7002
161.-168., 33 PlSlKl 49,50 11 1.1557 0026 «163 2132 79 10.3
243,-248, 24 N2 6.75 .06 1.1749 .p112 3.857 548 46 81.3
252.-258, 26 M2 35.78 .06 1.1%920 .0021 2.519 2100 1.82 59,6
267.=277. 21 S2K2 16.95 .07 1.2138 .0048 1.348 2229 -85 28.1
"335.-375. 16 M3 242  L04 1.1164 ,0959 =742 4,881 002 =-16.4
STANDARD DEVIATION D 3,54 SD 1,57 10 »93 MICROBGAL

01/K1 1.0045 1-01/71-X1 1.0336 M2701 1.0287
CENTRAL EPOCH TJJd= 2445863.0 )



=S have Geen obicined for the My wave :
for LCR 336 : 6 = 1.1808
for LCR 402 : & = 1.1821
Tor LCR 487 : § = 1.1820
while the Superconducting gravimeter (Sup. G) similarly normalized gives for
the M, wave {Ducarme, 1983} :

§ = 1.1805
We cbtain a fair agreement between the four instruments for the ratios
GQ/K, and M,/0, (Table 4}, for the phases of MZ and 01 waves (Table 5}. This
last point is of special importance as thsse three instruments have no instru-
mental phase lag correction. The Table 8 shows that the small residual vectors

agree very well.

The LCR 336 was installed successively at Bruxelles, Niamey and Arlit

(Niger].
In spite of the transportation by airplanes to Niger and by bus

inside this country, the celibration factors (Table 7] show a very long term

stability.

Table 4 - Amplitude ratics

LCR 336 LCR 402 LCR 487 Sup. G.
a,/K, 1.00886 1.0036 1.0045 1.0115
i |
M,/70 1.0255 1.0267 1.0287 1.0246
2" 71
Table 5 - Phases
LER 338 LCR 482 LCR 487 Sup. G.
G, 3.085° 80.103° 0.228° ~-0.082°
] -
MZ 2.828° 2.855° 2.518° 2.448°
Table 8 - Observed residual vector (Molodensky model)
§
LCR 338 LCR 402 LCR 487 Sup. G.
o, 0.08 pgal | 0.15 ugal 0.10 pgel
50.3° 70.2° -33.8°
M, 4 1.82 pgal | 1.
59.8°




Calibration of LCR 336

Station ' Epoch cm/100 pgal(*)
Bruxelles 83-10-25 4,99
83-11-04 5,00
83-11-14 4,386
83-12-07 4,85
83-12-14 4,84
83-12-22 4.88
84-01-11 4,79 (*%)
Niamey (Niger) 84-01-22 4,84
‘ 84-01-23 4,78
84-01-23 4,81
84-01-24 4,79
84-01-27 4,72
84-02-03 4,77
84-02-08 4,78
84-02-15 4,83
84-02-22 4,81
84-02-289 4,74
84-03-18 4.78
84-03-27 4,82
84-04-03 4,74
84-04-12 4,78
84-04-18 4,79
84-04-189 4,71
84-04-25 4,71
84-05-09 4,74
84-05-17 4,71
84-05-18 4,72
84-05-24 4,77
84-05-31 4,71
84-06-07 4,78
Arlit (Niger) 84-06-16 4,76
84-06-22 4,87
84-06-29 4,81
84-07-20 4,83
84-08-08 4,78

The calibrations made at Bruxelles (84-01-11) and Arlit (84-08-09) give
a sensitivity of 4,78 cm/100 pgal (2 volt full scale on the recorder

corresponds to 25 cm).

(*) red on the recorder for a 2 volt full scale sensitivity.

(**) change of full scale sensitivity of the recorder.
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SOME REMARKS ABCUT OUR EXPERIENCE

The gravimeter’s beam does not return exactly at the same position
for a same clockwise or counterclockwise micrometer rotation even wit

a backlash compensation.

The pen’s positions on the record (figure 13) after displacements

induced by increasing micrometer rotations (A, B & D) and decreasing ones

(C & E)} are systematically different by about 2 microgals.

Such an effect limits the accuracy of micromester adjustments.

This effect appears in most of our transformed LCR’s.
The levelling procedure of a feedback LCR is the same as it was

ticks out of scale due to some strong earthqguake,
e feed back switch F.B. for one minute and to
gently tap the top of the gravimeter. When the pen of the recorder comes
back and reaches the central pecsition, switch "on” F.B. to reactivate
the feedback.

The + 15 volt power supply for the VRL 8350 is a DC-DC converter with
a 10 to 15 volt input connected in parallel with the LCR battery back up
supply.

Additional remark

The theoretical model of the Tidal LaCoste-Romberg gravimeter ET is
described in full details in the ”"Diplomarbeit” of Arnold Brodscholl, presented
in the Geophysikalisches Institut der Université&t Karlsruhe in June 1882. We

have been pleased to receive a copy of this important work.

Special attention is paid there to the characteristics of these
instruments for recording long period seismic waves (3 to 80 minutes) as used
in the IDA project.

The principle of the electronics (op. cit. figure 3.7%1 page 34) is
different from ocur system.

The comparison of our own figure 8 with the figure 3.4.10 (page 80)
of Brodscholl thesis shows that the gain we have choosen is very close to the

gain with which the limit of stability is achieved. (figure 3.4.11 page 82]).

It thus appears that the amplitude and phase responses for tidal

periods lock similar between our limited gain and a maximum gain.
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Pour tous les points on a fait & nouveau la moyenne avec différents
poids et on & introduit de petites correcticns comme il est montré plus loin.
Trois points voisins en Crimée [Sim?érapol, Bakhtchissaral et Yalta) qui don-

naient des résultats 51mllalres, ont 8té réunis en un seul (Crimée).

Les détails de la fedUuthW et les résultats des analyses en chaqgue
point, pour des séries séparées, pour des travaux publiés s précédemment, ont été
donnés dans la série de tirés 3 part de 1'Inst. de Phys. de la Terre de 1'Ac.

des Sc. d'URSS et de 1'Observatoire Gravimétrique de Poltava.

Le résumé général des données Uti113695 est donne dans la table 1.
La disposition des sites d’observatloﬂ des variations do marees de la pesanteur

et des inclinalsons_sur le territoire d'URSS a été donné sur le graphlque,

On a =oum15 en tout a 1 anaiyse 16.136 jours d'observations et la

plupart par plusieurs méthodes d’analyse.

x

Les références (1 & 29) sont données dans la table 2.

Répartition des stations de marées sur le territoire de 1°'URSS.
1. - Stations gravimétrigues de marsées

2. - Stations clinométriques de marées.

Table 1
Durée des observations dans les différentes stations
Période Nombre|Nombre iNombre
Station d’obser- d'ap?a—d’ap?a- Gravimdtres de
vations | LE+tiS | rells séries
i . jour années !
Alma-Ata X1 1961- - 6719 18,40 GS-11 M 126,134, 15
(Talgar) Vi 1977 167; GS-12 Ne 186G
Tachkent XL 1959 = 358 0,98 GS-11 N 126,134 2
: V1960 ' ‘
Frounze X 1960 - 422 1,16 GS=11 Ne 126,134 2
IV 1961 .
Novossibirsk: VI 1966 — 289 2,71 GS8-12 Ne 186 4
V1970 ,
Krasnaia 1 1965~ 1285 3,52 GS-11 Ne124;GS- 7
Pakhra ' X1 1977 _ . 12 Ne 180; CKT;
CKi=M
Obninsk VI 1967 - 2129 5,83 GS-11 N 124,135; O
IV 1976 GS-15 Ne 220,221
GS-12 Ne 190;
BN=07
Foulkovo Vo 1976 - 525 1,44 GS$15 Ne 220; 3
I 1977 . BN-OT7; GS$-12
M 201
Poltava Vo, 1964~ 1310 3,59  GS~11 Ne 1509; 3
VI 1974 _ GS=-12 N: 185
Simféropol I 1965 - 467 1,28 GS-11 Ne 159 1
I 1966
Yalta VI 1966 ~ 651 1,78 GS-11 Ne 159 I
Vo 1968 . '
Bakhtchissaral viii 1968 928 2,54 GS-11 Ne 159 3
. VI 1971 ‘ GS-12 Ne 1853
Kiev . VI 1960 — 355 0,97 GS=11 N 123,184 2
Vo 1961

En tout 16136 44,20
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Nous donnons dans la table 6, par sites, les valeurs pondérées
moyennes § et A¢ pour les guatre ondeé principales avec des poids proportionnels
au nombre de jours d'observations par appareil, avec toutes les corrections
indiquées précédemment, outre les corrections dues & 1°influence des océans et
leurs erresurs quadratiques moyennes. Les erreurs sont obtenues selon 1'accord

des séries séparées de l'observation {(voir table 2). »

Les analyses ont été faites par différentes méthodes : Pertsev,
Venedikov., Matveyev, Lecolazet et spectrale. On a pris les résultats moyens

obtenus d'apres guelques méthodes qui différent peu l'unede 1'autre.
Table 6
Valeurs moyennes de § et A¢ par stations avec poids proportionnels au

nombre de jour d'observations par appareil dans chague série st avec
toutes les corrections, excepté 1'influence des océans.

R o
Stations e

Mo ) Ky 0y D) 59 Ky 0y
Alma-Ata 1,1602 11,1592 1,1384 1,1607 ~0,41 -0,31 +0,19 +0,06
(Talgar) T 26 & 67 ¥ 4G * 45 + ,13 + .33 + 26 + ,13
Tachkent 1,1420  1,1338 11,1214 1,1487 -1,31 =1,31 =-0,11 -0,10
* 52 o+ 11 0+ 27 x 13 #,04 +,73 1,02 + 42
Frounze 1,1526 11,1232 1,1270 1,1517 -0,61 -2,03 +0,26 +0,78
X 81 & 102 + 108 + 104 #+ ,04 +1,52 1 ,14 + ,22

Novossibirsk 11,1373 1,1278 1,1059 1.1221 +0.26 +0,37 +0,74 -0,2
i 42+ 30 + 80 + 51 % ,13 + ,82 + ,31 + ,30
Obninsk 1,1851 11,1767 11,1430 1,1653 +0,01 ~1,05 -0,16 +0,02
r 88 x 58 + 34 r 44 x ,16 x ,58 + ,17 + ,20
Krasnaia 1,1883 11,1815 11,1359 1,1582 -0,34 -1,70 ~-0,37 -0,08
Pakhra + 42+ 102 + 99+ 86 + ,19 + .22 + 13 1 ,14
Poulkovo 1,1803 11,1751 1,1423 1,1891 20,57 %0,32 -1,16 -0,65
¥ 23 & 40 + & + 21 % .,20 x ,79 % ,21 * ,20
Poltava 1,1825 .1,1891 1,1442 1,1681 +0,67 +0,50 +0,26 +0,25
* 16 % 109 ¥ 15 + 81 .+ ,27 + ,36 x ,37 + ,14
Crimée 1,1707 1,1904 1,12G7 1,1534 0,04 0,66 +0,00 70.53
+ 16+ 221 + 120 &+ GG+ 21 #2698 + 62 o+ 20
Kiev 1,1943 1,2385 1,1445 1,1601 +0,3G +0,38 +0,18 +1,65
* 60 =+ 48 £ 128 + 123 + ,11 + 24 1 82 + .85

N

Nous indiquons dans la table 8 les moyennes pour chagque site &
partir des deux procédés de pondération (voir table 5 et 7) avec introduction
des corrections dues & l'influence des océans. En outre, nous donnons dans

stations obtenues

w
Q.
©

cette taole les valeurs moyennes de § et A¢ par groupe
avec les poids p = 1/e¢%, ol ¢ est 1'erreur guadratigue moyenne. Les erreurs

e
données pour ces moyennes sont calculées d'aprds 1'accord des résultats pour

les stations séparées en tenant compte des poids :

.2 .
¢ = \‘/LAI.P; [n-132P.,
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~ P P ; = S S
cl n est le nombre de stations entrant dans

données de
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donnons dans la table 7 les moyennes par si
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.

Comme nous le montre la table 8, deux groupes de stations europé-

ennes donnent pour les ondes M K, et 0, des résultats voisins :

Pour 1l'onde MZ §{II) - &(III) = +0,0048 (0,42 %)
Pour 1’'onde Dﬁ §{II) - S8(III) = +0,00%1 (0,08 %)
Pour l'onds K, §(II) - 8(III) = -0,0030 (0,26 %3

Obninsk .
Krasnaia Pakhra

-0,70%,21

~1,33+,27

-0,47+,12

Table 8
Moyenne des tables B et 7 en tenant compte dss corrections
de l'influence des gcéans
- 5
tations
M, S, K 0,
Alma-Ata 1,1519+35  1,1622+ 58  1,1426+ 40 11,1625+ 41
Tachkent , 1,1297+68  1,1328: 09  1,1145: 36 1,1440: 18
Frounze 1,1429588 1,1268x102  1,13i6x108 1,1565+102
Novossibirsk 1,1307:38  1,1331x 33  1,1053: 84 1,1213% 43
ler groupe 1,140B:G0  1,1334% 25 1,1254% 83 1,1444% G2
1 al
Ubninsk » 1,1676x81  1,1744% 55 1,1451% 33 1,1686: 38
Krasnaia Pakhra 1,1711+76 1,1689r144  1,1370% 96 1,1605+ 82
Poulkovo 118572482 1668+ 4 97 L 1aa0e 9
Pouli 1,1872x82  1,1GG8+ 46  1,1437+ 10 1,163G+ 27
1leme groupe 1,1656+42  1,1699: 26 1,1438x 5 1,1650F 18
Poltave 1,1551467 1,189+ 85  1,1469¢ 20 1,1728+ 79
Crimee 1,1536+53  1,18215223 1,1207:124 1,1580% 69
Kiev 11760+64  1,2280: 55  1,1534+ 89  1,1614+117
lileme groupe ‘ 1,1607:71  1,2160x128  1,1468&+ 21  1,1630: 48
Iléme + Illeme groupes 1,1625#40  1,180G4:111 1,1443r 9 1,1648: 16
IIeme + IIIéme et Ier groupe +0,0217:72 +0,0530+114 +0,01890:+ 83 40,0204+ G4
Table 8 (fin)
A¢°
Staticns
Mg So Ky 0,
Alma-Ata +0,05+,22 +0,09+,31  =0,17+,22 -0,08+,11
iy -0,86+,16 -0,78r1,7° -0,487,1 -0,43+,44
Tachkent 0,86%16 0.785,75 0.48z,14 =
o - -0,11%,17  -1,3721,52 ~0,08:,18 +0,585,23
‘;,m““‘fb.r y +0,66+,18 +0,712,70  +0.G4+,31 -0,37+,36
NovosSsS1Dirss -0,15%,33  +0,03+,26  -0,21+,19 -0,06%,16
Ier groupe * o * +
-0,36+,18 +0,08+,39 ~0,106£,16

Poulkovo -1,07+,27 +1,075,82 -1,30+,21 -0,76%,19
Iigmé groupe ~0,62%,19 ~0,74+,57 -0,52+,27 -(,35+,18
~0,06+,28 +0,50+,36 +0,134,36 +0,1G+,12
-0,14+,22 -1,04+,32 +0,194,43 +0,334,18
~0,08+,23 +0,92+,35 =0,044,30 +1,78+,78
~0,10+,02 +Q,74+,18 +0,07:,07 +0,24+,15
~0,39+15 =0,10+42 -0,43+18 -0,06x16

groupes
et Ier gro
moyennes

erredrs m
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Les dif?érences entre 6(12 et §(0,]) s'expliguent probablement dans
H
une mesure importante par 1’imprécision des cartes cotidales et respectivement
par 1l'imprécision des corrections de 1'influen des marées occéaniques.
fable 8
Valeurs 6(D€) - 8(K,} pour différents sites (en tenant compte
1
de 1’'influence des ccéans)
o Corrections
Nombre - e d
. o calendée de
Stations | d'@P" [A=8(0)-8(K,) ‘. 11'influsnce
pareiis JA 4 i -jc.‘:CB
des océans
Alma-Ata 4 +0,01889 10,0087 -0,0020
Tachkent 2 +0,0301 +0,0040 -0,0033
Frounze 2 +0,0249  +0,0144 -0,0024
Novossibirsk 1 +0,0160 +0,0094 -0,0004

Obninsk 4 +0,0235 +0,0050 +0,0013

Poulkovo 3 +G,0189 +0,0029 +0,0031

K}_ﬂagnaza Pakhr\a 3 “‘0,023 i‘O,C‘le '5’0,003_2

Poltava 2 +0,0258 +0,0081 +0,0005

Crimée 2 +0,0283 +0,0142 ~-0,0004

Kiev 2 +0,0080 +0,0147 +0,0011

Moyenne (p~1/e2) +0,0227 0,0011

(p~NY +0,0207 +0,0014
(p = 1) +0,0220 +0,0020
Table 10
Moyenne de 8¢ pour différents points
Sites ) - -
AgpMg, 32) /\‘i”(ozﬂf{ﬁ Ay, So) /‘.\</>(O}_,K1)
- - o PPN =9 Q. 0( O, C, 0009
uropéens . -0510+0502 +0;03+0,07 -0733+0, 09 -0,13+0,
Asiatiques -0,03+0,20 =0,12+0,12 -0,03+0,20 =0,12+0,12
Moyenne
(p= 1/62) -0,10+0,02 =0,01+0,06 -0,28+0,11 -0,13:+0,07
{p=~n) -0,06z0,10 -0,0370,07 ~0,17+0,11 0,1 2+0,08
{p =K ~0,07+0,10 =0,0540,07 ~0,21+0,11 =-0,13:0,08
. 2
Remargue : p, est la moyennisation des groupes II et III avec les poids p=1/¢
et la moyenne des deux ondes avec p = 1/e? et e = 1//%
moy. D
p. est la moyenne des groupes 11 et III avec poids p = N (N est le
4
. ) -
nombre de jours appareil d’cbservations), Eway = 1/YZ_ et la
1 s J
. . . 2, .2
moyenne des deux ondes avec p = 1/e? et €ﬂoy = 1/2 /E} g
i ®
K est le nombre de sites eurcpéens et asiatigues.

On sait gue M.S. Molodenskii a calculé, pour un mod2le de la Terre
avec un noyau externe liguide et interne solide (modele II), 1'influence du
noyau liquide sur les valeurs de 8 pour les différentes condes (34). Il a obtenu
§(0,) - 8(K,) = +0,022.
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Traduction

ELARGIE LIMITE EN FREQUENCE LORS DE L'EVALUATION
AMPLITUDES DES HARMONIQUES PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES.

Séismologie numé@rigue - Publ.
Académie des Sciences d'URSS. Institut d

INTRODUCTION

Dans beaucocup de probiémeé de géophysigue (par exemple 1’analyse des
marées terrestres) on doit évaluer 1es amplitudes et les phases d'harmoniques
ayant des périodes connues. Les observatlons sont données sur un certain inter-
valle‘de temps limité. Si, outre les harmcniques, les observations renferment
un bruit {pratiquemeht cela arrive toujours ainsi), évaluer les amplitudes et
les phases & partir d'un intervalle limité d’'observation devient de plus env
plus difficile, si 1'on veut examiner des harmonigues de fréquences de plus en
plus voisines. En d'autres termes, pour un niveau donné de perturbations et un
intervalle d'observations on ne peut pratiguement pas évaluer les amplitudes
des harmoniques de fréquences trop voisines parce que l'erreur d'estimation dépas-
sera les valeurs recherchées. Dans le présent travail nous étudierons qualita-
tivement cet effet et nous introduircns la conception de la procédure élargie
limite pour la fréquence.

ESTIMATION DES AMPLITUDES POUR DEUX HARMONIQUES EFFECTIFS.

saomme de deux harmonigques et du bruit n

’v-.-l
W)

. ~ : . . O S ~ e 3
il représente une succession gaussienne de valeurs accidentelles
2



Nous transcrirons (1) sous la forme

ylk)= A1c0<(dléxfklu Ascos(w2 Atk) + Bysin (e Ath) = B, sin (@, A k) +

ot A1, A2, B, Bz désignent respectivement les amplitudes a, cos ¢1, a, cos ¢23

31 sin ¢1, a, sin ¢2,
Nous séparerons en (2) les parties paire Yy (k) et impaire Yo (k) :
nk)= y(h’b’x“f(m;ﬂ' == A; cos (0 A th) — A, cos(waAth)— (A)?n(—i»} , (3)
ya (k)= "!(A)_f{—}} == B1sin (03 Ath) — Basin {waAfk) = R{k};n{—k)
Les processus ny (k) = {n (k) + n {-K)}}/2 et n, (k) ={n (K- n(-kK)}/2

sont des bruits blancs indépendants avec une dispersion ¢?/2. Le processus

y, (K} est examiné dans 1’intervalle 0 < k < n, et yZ{K} sur 1’intervalle
i

1 < k £ n. Puisque l'asymptote nous intéresse pour n

+ » on peut négliger 1°ob-
servation au point k = 0 et nous examinerons (3] et (4) dans le méme intervalle
de temps 1 < k < n.

Nous étudierons les estimateurs par moindres carrés A A B

17 27 51’ 2
obtenus respectivement par les solutions (3), [(4) pour 1 < k < n. Ces estima-

teurs Aq, AZ doivent minimiser la scmme des carrés
. n
~~ ~
2 1{t) —A;y cos (03 A th) — 4, cos {ws A2E)]* = min. (5]

Cette minimisation conduit, comme on le sait {1} au systéme d’'é

équa-
tions :

Ay {cos @y, cos w;) + 4 {cos ©,. cos @) = <,y“ cos B,),

A; (cos @y, cos ©,) + 4, (cos @, €05 w,) = (y,. cos ,). (8)

od sont notés entre parenthéses les produits scalaires de vecteurs correspon-

k3
<
(cos 1, COSW) = 2 cos (o A k) cos {wa ALE),
k=1
n (7)
{3 o -
{¥1. Cos i) ==;§Z 1 (k) cos (wy AtR).
v==1
nous désignerons par D, le déterminant du systéme (8). Alors
P i
Ar=—— (I cos ;) (COSWa, €OS 23} — (Y1, COSW,) {COS B, COS MWy} - (8]
i
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s o P - ~ - 2 ! 3
Nous verrons gue la dispersion €, est égale & la valeur ¢“/2 multi-
élément supérisur gauche de la matrice opposée & la matrice du

6). Nous trouverons de fagon analogue

R S e oy :
1= 7, ye sin o) (sin wa, sin ) — (1, sin @) (sin ws, sinw;)], (11)

ol le déterminant DZ est obtenu en changeant les cosinus en sinus dans Dqs

DQ
e (12)
ot SIN®a, 8 1
=Bi + Ny Eﬂlzzﬁ, ‘:’Tai' 113 —2—- Shl 12)' in@,) N

1= By + —=—[(n, sinw;) (sin w., SIn@a) — (na, sin é)g) {sin ws, sinw,)] =

‘on peut montrer que pour n &> ©

Var nq/Var £1 - 1

e}
O
0Q
o
[
l...l.
©
Y
©
3
™
s
ot
0

our wq,'wz pour n'importe guelle guantité limitée de paires

(w, wz). C'est pourcguoi on peut considérer gu’asymptotiquement pour n »> ®
et avec une précision jusqu'aux termes les plus petits & l'ordre le plus élevé :
Var 51 = Var n, (13)

nous désignercons (13) par V.

—

a

en (1) il est naturel de prendre &,

Comme estimateur de a

RN

(14)

0]

P . . L . . 2 .
sperance mathématigque et la dispersion g, en uti-

n
kisant 1l'hypothése gaussienne du bruit n (k] :

a2 2, p2 T 2, oy 2/ . 201
Boi=A + B+ 2V =ai -2V =af 1+ = | (15)
\ a; )
Vard; =4V ((L? - V). (18)

w
Fode
)
¥
8
I
-
0]
53]
o

facile de montrer gue

T2, [ 1
V=2 10() (17)

et, dans ce cas

- = ~3 It
Edi—eci. Vardi—0, n-—oc.

(18}
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e
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vers la fréguence “1 c'est-a-dire si

§ Oy — @1i"+ 0, (18}

N

alors D, = 0, D

1 =+ {0; Var &

2

Cela signifie que pour une différence assez faible dans (18), quand il vy a

a
: . . 2 5 P . .
du bruit, on ne peut mesurer 1'amplitude a1 par la méthode des moindres carrés

s
puisque la dispersion (16} peut devenir aussi grande gu’on veut.

Ainsi pour déterminer une solution aux limites possible, on a en
.. ! ] R A - . .
appelant la limite |m2 - wqi pour n > », la capacité de résoclution des deux

harmoniques (1) avec des amplitudes.a1 et a,

ai>C Vard)’s ad > C(Vardd': (20)
L

ol C est une certaine constante. La. détermination (17) garantit que les écarts

standard des estimateurs & &, seront au moins de 1/C fois plus grands que

17 72
les amplitudes elles-mémes. On peut montrer qu’ainsi les déplacements relatifs
2 2 . 2 2 .. . ,
2V/a,, 2V/a, des estimateurs &,, &. déterminés par la formule (15) seront
1 2 1 2
limités par les expressions
2 _YoirZi—c¢ o _ YT C
T T o T NTT T
ay a3

Ainsi la conditicn (20) garantit une précision suffisante des estimateurs de
1= I

22 4 . , . . PR
aq, &,- Le choix de la constante C présente un certain arbitraire comme cela

t
arrive dans de pareilles déterminations. Cependant cet arbitraire n’a pas

grande impcrtance. Nous prencns C = 2. Nous avons ainsi

2r V5—2 21 . B}
— < —= ~0,12, — <L 0,12 (213}
az “ a3
Trouvons maintenant la valeur limite de la différence lw, - wa a
laguelle satisfont les inégalités (21) c'est-a-dire gue nous cbtien s la

a
procédure de scluticns aux limites sous un aspect &vident. Soit la différence

i 3\ - I
) b@f

N + o
¢ 8T nous

P
SONCLITioN




o AO
CL5S
™M
[ H
2
QZrAA2 /3
(Sl A B ) b 12 1 : \ Y
D=0 L 0@y, =12

tenant compte de ce que
< ar \ oo,
(CO: G)g, <08 (!)f_)): - — 0 (g),

nous obtenons par (10}

?,7:
{23}
Nous déterminercns la longueur de l'intervalle d'observation en
secondes par T : T = At2n. Alors on peut écrire (23) sous la faorme

(243

26 5/ AENY

2 ekl Vo (251

U> 7 ﬁz‘\? J o (251
20 o [ AtV

8> i) (26)

8]

Aprés avoir désigné la plus petite des deux amplitudes ¥ et a

a, nous obtiendrons par (25), (28) la procédurs de sclution aux limites

9 -7 A 17
g — (o] == —0 = [ A2 NIy (273
H i 7 =z \ 7 /, .
NPT : I . -3/2 -
On en déduit que ¢ = {wz - w,| décroit comme T , en d’autres
. -3/72 4 '
termes comme n o

Si nous voulons exprimer la procédure de soclution aux limites en hertz, il

:G‘Ut dJ’.Viaci 5\2; } pa‘ 2 T =
ST e __.- § — = { 28
e TV } e L

a formule (28} donne aussi le résultat reguis.

—

ESTIMATION DES AMPLITUDES COMPLEXES.

Nous examinercns la somme des deux harmonicues complexes sur le

tond du bruit blanc, complexe et

z (k) =11 exp (lo;Afk) + us cxp (oAt - N (k). k=1, ...n, {23)

C o . o 12 -2 _ T R .
ainsi EN (k) = 0, E|N (k) |© =07, ;uq% = a,, fuzg Tag.ergu, =9, arg u,
= Au lieu du systéme (6] nous obtiendrons par meoindres carrds le sysidme

7 N o 5 fawn on ’ fo o)
&; (6Xp @, eXp @) + D (XD ®s, eXp ) == {2, eXD®1), Can
A fovn vrnma) o A foxn s brn ) e 7 syl LouUs
243 {QX}_;‘ ®y, e:..p Wej =7 leg Ke‘.‘i_s Wig, CL D UWa ) == (o vﬁy Szl
U, Dar exemple
r P Y
{313

par

ar conséquent, 1'hypothése (22} est réalisée effectivement.
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Pour Gq, nous obtenons par (30]) de fagon analogue 1'égalité (9)
fiy = 1 + ——[(V, exp 1) (exp 0a, exp@a) — (V, €Xp @p) (eXP W3, eXP )], (32)

ol le déterminant A du systéme (30) a la forme

| expli(o:— oy din]—1 |

—p2 .
B=n— | T (e: — o0 B — 1 (33)
La dispersion du second terme en (32) est égale
o (n/b). : (34)

A nouveau l'expression (34) est 1’élément gauche supérieur de la matrice trans-

posée du systéme (30) multipliée par o-.

Nous verrons par (32]) gue dans le cas complexe, l'estimation de 61

par moindres carrés, pour l'amplitude u est non déplacée alors gue pour le

,Ev;
cas réel elle n'a été gu’asymptotiguement non déplacée pour n = «,

Comme procédure de solution .aux limites, nous déterminerons cette

différence des fréquences Swz - W afin gue les dispersions doublées des es-

/r I

timations u,. U, ne dépassent pas les carrés correspondants des modeles d’am-
plitudes :
2 Vard, < Jual 2V@TU2<§V%V= (35)
En désignant, comme précédemment la plus petite des deux amplitudes 345 a, par
a, et considérant (35]), (34) nous obtenons
9262 o a2 e
%G —A«§a - &38)
Nous supposercns comme précédemment gue
. e
[e— w1l —>0, n— cc. (37}
{2
Alors, avec (33), on peut diviser le terme principal
e 1 (0 — ) Afn [ . (@, —oq) A272 n* (0= 0 AT s
A=p*—|sin et 5 [sin 5 f— P £ O (n?. {38)

En substituant (38) en {(38]) nous cbtenons une procédure de sclution aux

{38

Lo

gxprimées en hertz

. , 4Y3 s sy, i
fe—hl=" = \7) - (40)
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expression entre crochets en (47) repré-
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On voit par (47} que la procédure de solution aux limites ne dépend
n

pas de At. C’est exact & la condition gue le spectre du bruit F [Fﬁ} soit égal

[0

zéro a l'intérieur de l'intervalle (-1/2 At, 1/2 At). Ainsi, 1l'intervalle de
discrétisation en temps At doit &tre choisi le plus grand possible, satisfai-
sant & la condition mentionnée. Si on prend At plus petit que la valeur maxi-
male pour T fixé, alors la procédure de solution ne s'améliore pas et le volume

de calcul croit puisque n = T/2At grandit. Si on prend At plus grand gue la

valeur admise, alcrs le spectre de fond @(f) augmentera & cause de l'applica-

tion des fréguences (43).

Nous voyons gue la procédure de solution aux limites pour le cas
complexe (38]) différe de la procédure de sclution aux limites pour le cas ma-
tériel (27) uniquement par un facteur peu important, & peu prés égal a 1,45,

Les calculs dans le cas complexe se simplifieront fortement.

CAS DE TROIS HARMONIQUES COMPLEXES 0OU PLUS

Nous examinerons le cas des trois harmoniques complexes ayvant des

fréquences égales a

Wy=m; + 20, y=w; 8§, (48)
z (k) = uyexp (io1Atk) +- Uz exp (i,Atk) 4 us exp (ioAth) + N %), (49)
1<EL n.
Dans ce cas la dispersion de 1'estimateur 01 de l'amplitude u, est égale & la
valeur o2 multipliée par 1'élément d’angle supérieur gauche de la matrice in-

verse par repport & le matrice

l(expws, expw;)fl, &j=123. (50)

z

Apres des calculs assez compligués nous obtenons

180 (511

~ 23
I _—G* ————
Variy =¢"— (Gaz?

Par les conditions (35) nous trouvercns la procédure de sclution aux limites

L {52}

i
T Nfu)) T -
Lors de l'estimation de 1’amplitude t, par la moyenne des troils harmonigues
on obtient la procédure de solution deux fois plus grande que (52).
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